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Elektron v magnetickom poli: Landauove hladiny 10 bodov
Elektrén (ndboj —e < 0) sa nachddaza v homogénnom magnetickom poli s indukciou B = rotA urce-
nou cez vektorovy potencial A so zlozkami A;(r). Pomocou operatorov rychlosti o; = [p; + eA;(r)] /m
zavedieme Hamiltonidn
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H=Y" 577”“%2 + Ha[Si], (1)
i=1
kde druhy clen popisuje vizbu magnetického pola na spin.
a) Dokazte komutaéné vztahy |0, 0] = —ie—@ek i1 By, kde €1.5; je ipne antisymetricky tenzor.
J m J J
(b) Budeme predpokladat, ze magnetické pole je homogénne a orientované pozdlz osi z, t.j.

B = (0,0, B), a polozime Az = 0. Definujme operatory

I

(01 — i), 1T = NeRn: (D1 + idy) . (2)

Presvedcte sa o platnosti kanonického komuta¢ného vztahu [f[, ﬂq =1.

(c) Pripomente si klasické rieSenie pohybu elektrénu v homogénnom magnetickom poli. Ak&
zédkladnd Casova skala / frekvencia tento pohyb charakterizuje?

(d) Ukézte, ze Hamiltonidn je mozné vyjadrit pomocou novych operatorov ako
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Vyjadrite w.. Popiste ziskany tvar H.

(e) Vyjadrite vlastné hodnoty energie Hamiltonidnu , ktoré prindlezia vlastnym stavom hybnosti
p3 s vlastnou hodnotou p3 = 0. Zanedbajte spinové stiepenie (ﬁg =0).

(f) Je zname, ze vektorovy potencidl nie je mozné urcit jednoznacne. Presnejsie, magneticka
indukcia B sa dé urcit z réznych vektorovych potencidlov (kalibracif). St vztahy z (a) kalibracne
invariantné? Je Hamiltonidn kalibracne invariantny? Zavisi spektrum na kalibracii? (Bez
vypoctu!)

Nestacionarny stav 4 body
Elektrén v atéme vodika sa nachddza v stave ¢ = A (2¢100 + Y210 + V24911 + \/gwm_l), kde Y1m
su vlastné stavy s kvantovymi ¢islami nlm.
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(a) Z podmienky normalizécie 1) spoéitajte faktor A a spocitajte stredni hodnotu energie v tomto

stave. Zanedbajte relativistické korekcie.
(b) Zaujima néas pravdepodobnost Pii, s akou ndjdeme elektrén v stave s kvantovymi ¢islami
Il =1,m = 1. Spocitajte ju z danej vinovej funkcie.

(¢) Zdévodnite vysledok pre Pij. Preco zévisi/nezévisi na ¢ase?

Rotacie Stern-Gerlachovho magnetu 7 bodov

Nech n je jednotkovy vektor, o = (61, 02, 03) je vektor Pauliho matic, 1 je jednotkova matica 2 x 2

a ¢ je uhol. Zavedieme maticu
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exp (—ign- o) =1+ (—i¢n - o) + a1 (—ign - o) + 5(—1¢n-0’) +..., (4)

definovanii st¢tom nekoneéného radu, mocniny (—i¢gn - )" st definované Standardnym maticovym
nasobenim. Tento rad ma rovnaky tvar, ako rozvoj exponencialnej funkcie, ¢o motivuje oznacenie

exp (—ign - o).

) Overte platnost vztahu (n- o) (n- o) = 1. Navod: 6165 = (5lji + i€ 0.

) Overte jednoduché vztahy (n-o)* =1a (n-0)*™ =n- 0.

(c) Dokazte vztah exp (—i¢n-o) = 1cos$ —i(n-o)sin¢ s vyuzitim (b) a definicie (4.

) Teraz sa presvedéte, ako mozno pomocou tychto trikov vykondvat rotacie na priestore spinorov.
Pre nézornost uvazujme rotécie okolo osi z, t.j. n = es. Nech Us() = exp(—i%&g). Ukazte, ze
U§(6) = Us(—6) a UJ(6) = U3 (6).

(e) Dokazte nasledovné vztahy
Ag(@)c?lf]g(@) = 61cosl — Gosinf
AJ(G)&2U3(0) = 01sin6 + g cosd
73(0)65Us(0) =

Q>

3.

Vyuzite zdkladné pravidla pre nédsobenie Pauliho matic. Namiesto Taylorovho rozvoja vyuzite
vysledok (c).

Literatara: Sakurai, Modern Quantum Mechanics, kap. 3.2



